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V Liberci dne 18. května 2007
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Anotace
Ćılem diplomové práce je vytvořeńı modelu elasticity, v němž je zahrnut vliv
tepelné roztažnosti materiálu. Algoritmicky je zpracován pomoćı Metody
konečných prvk̊u (dále jen MKP) a naprogramován v jazyce JAVA.
Model vycháźı z poznatk̊u o oblasti elastického chováńı materiál̊u, která
je popsána teoríı pružnosti a pevnosti. Samotný výpočet je pak vytvořen
variačńım př́ıstupem k této problematice. Vyjádřeńı všech vztah̊u, které ve-
dou na variačńı formulaci je zde popsáno stručně a práce se v́ıce zabývá
algoritmizaćı daného problému a sṕı̌se inženýrským př́ıstupem.
Věrohodnost źıskávaných dat a kalibrace modelu byla zajǐstěna výpočtem
na jednoduchých úlohách, u kterých jsme schopni odvodit analytické nebo
alespoň aproximativńı řešeńı. Jde např. o úlohy prostého tahu nebo úlohu
vetknutého nosńıku, který je vystaven určité změně okolńı teploty. Daľśı mo-
delované úlohy jsou ohodnocené sṕı̌se z hlediska kvalitativńıho pohledu.
Forma vytvářeného modelu vycháźı z Metodiky implementace metody
konečných prvk̊u DF2EM, ve které je popsán zp̊usob implementace již exis-
tuj́ıćıho souboru model̊u. Jejich návrh splňuje moderńı trendy objektového
př́ıstupu k programováńı a lze tedy daný soubor kdykoli rozš́ı̌rit o daľśı sub-
modely. Ty jsou schopny jak samostatného použit́ı, tak i zahrnut́ı do kom-
plexněǰśıho systému.
Kĺıčová slova:
Metoda konečných prvk̊u, tepelná roztažnost, elasticita,
prostorová deformace, stav napět́ı.
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Abstract
The aim of diploma thesis is to create an elasticity model containing the influ-
ence of material thermal expansion. The used algorithm is based on the Finite
element method and it is programmed in JAVA-language.
The model rests on findings in the field of elastic behavior of materials,
described by theory of flexibility and stability. The calculation itself is con-
structed using variation approach to this problem area. The determination
of all relations, leading to variants formulation, is only briefly described, the
thesis is more focused on algorithm development and engineering of the given
problem.
Data reliability and model calibration were verified against elementary
calculations, where we can derive analytic or approximation solution. These
include, for example, simple tension cases on the problem of fixed beam,
which is exposed to certain change of the surrounding temperature. Other
model cases are evaluated more from qualitative point of view.
The form of created model is flowing from Developer’s Fab Finite Ele-
ment Methodology DF2EM. In this methodology is described implementation
technique of existing model set. It’s conception is in accordance with modern
trends of object oriented programming and therefore it can be anytime ex-
tended by other submodels. Those submodels can by then used on their own
or included into more complex system.
Keywords:
Finite element method, thermal expansion, elasticity,







1 Fyzikálńı model 13
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4.2 Výpočet modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.3 Postprocessing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5 Testovaćı úlohy 39
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Seznam označeńı
V pořad́ı podle použit́ı v textu.
Použité symboly
Značka Význam
E modul pružnosti v tahu (někdy také nazývaný Young̊uv
modul)
G modul pružnosti ve smyku
µ Poissonovo č́ıslo
α koeficient tepelné roztažnosti
θ = t − tO změna okolńı teploty; t - aktuálńı teplota; t0 - teplota





Ω oblast v R3
Γ = ∂Ω hranice oblasti Ω
Ω̄ = Ω + Γ Uzávěr oblasti Ω s hranićı Γ
C
(∞)




MKP Metoda konečných prvk̊u (V anglické literatuře použ́ıvána
zkratka FEM - Finite Element Method)
JRE Java Runtime Environment - rozhrańı, které umožňuje
spouštět programy napsané v Javě
OOP Objektově orientovaný př́ıstup k programováńı
UML Unified Modeling Language - Jednotný modelovaćı jazyk
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Úvod
Budeme-li p̊usobit na poddajné těleso vněǰśımi vlivy, začne se určitým zp̊uso-
bem deformovat. Těmito vlivy nejsou pouze namáháńı zp̊usobená vněǰśımi
silovými účinky, ale může to být např́ıklad změna okolńı teploty. Poddajná
tělesa na tyto vlivy reaguj́ı deformaćı a vznikem vnitřńı napjatosti.
Takto lze stručně definovat úlohu pružnosti a pevnosti, která patř́ı mezi
základńı technické úlohy, pro které vytvář́ıme poč́ıtačové modely. Implemen-
taćı samostatného modelu, který bere v úvahu at’ už mechanické nebo tepelné
namáháńı tělesa, bylo vytvořeno mnoho. Model elastického chováńı materiálu
s vlivem tepelné roztažnosti, jehož implementace je předmětem této práce,
je schopný samostatného použit́ı, ovšem jeho hlavńı přednost́ı je možnost
jednoduché implementace do souboru model̊u řeš́ıćıch provázané děje.
Již existuj́ıćı modely, které bychom použili k vytvořeńı tohoto souboru
model̊u, nejsou od začátku vyv́ıjeny s ohledem na jejich spolupráci. Odlǐsné
datové struktury, r̊uzný př́ıstup k vytvářeńı a stavbě modelu a z toho plynoućı
složitá až nemožná komunikace těchto d́ılč́ıch část́ı při integraci málo kdy ve-
dou k úspěšnému vytvořeńı komplexńıho modelu. Rozumněǰśı je vystavět
model od začátku.
Vytvořeńı požadovaného modelu je rozděleno do d́ılč́ıch krok̊u, které ko-
responduj́ı s kapitolami v této práci. Nejprve se muśıme seznámit z fyzikálńı
teoríı pevnosti a pružnosti, ze které vycháźı matematická formulace a odvo-
zeńı slabého řešeńı úlohy.
Následuje proces aproximace slabého řešeńı, ze které vycháźı implemen-
tace programu. Abychom splnili požadavek na následné zakomponováńı mo-
delu do komplexněǰśıho systému na výpočet provázaných děj̊u, je nutné
dodržet Metodiku implementace metody konečných prvk̊u (dále jen MKP)
DF2EM.
Z této metodiky vycháźı i volba programovaćıho jazyka, kterým je Java.
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Jazyk má sice ze své podstaty překladu kódu, jenž prob́ıhá do pseudojazyka
nazývaného byte-code, pomaleǰśı interpretaci. Významným kladem je beze-
sporu fakt, že tento pseudojazyk je spustitelný na všech platformách opatře-
ných tzv. Java Runtime Environment (JRE). Java se dále vyznačuje vysokou
stabilitou a možnost́ı převedeńı výpočt̊u na distribuované1 zpracováńı.
V konečné fázi vývoje je potřeba otestovat správnou funkcionalitu vy-
tvořeného modelu. K tomu byly sestaveny testovaćı úlohy, na nichž docháźı
ke kalibraci a verifikaci modelu. O této problematice pojednává posledńı ka-
pitola diplomové práce.
1Výpočet se rozděĺı na jednotlivé části, které je možné řešit samostatně a rozešle se
na okolńı poč́ıtače v śıti. Výsledek je źıskán rychleji než na jednoprocesorovém poč́ıtači.
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1 Fyzikálńı model
Tato práce se bude zabývat řešeńım př́ımé úlohy pevnosti. Je tedy namı́stě
zopakovat několik základńıch pojmů, které jsou potřeba k vysvětleńı ma-
tematického popisu dané úlohy. Kompletńı odvozeńı jednotlivých závislost́ı
všech veličin je např. v [13] nebo [17].
Veškeré vztahy jsou zapsány pro trojrozměrný př́ıpad úlohy elasticity. Bu-
deme tedy uvažovat všechny veličiny závislé na třech prostorových souřadni-
ćıch. Zároveň se ale omeźıme pouze na statické úlohy.
1.1 Základńı pojmy
Modely budeme sestavovat pro oblasti souvisle vyplněné hmotou. Taková
oblast je souhrnně nazývána kontinuum. To znamená, že v ńı neexistuj́ı žádné
trhliny a to jak na počátku, tak i po deformaci. Dále budeme předpokládat
z fyzikálńıho hlediska nejjednodušš́ı možné chováńı materiálu v dané oblasti.
T́ım je homogenńı a izotropńı materiál:
• Homogenita - složeńı materiálu je nezávislé na umı́stěńı zkoumaného
bodu v materiálu.
• Izotropie - mechanické vlastnosti materiálu jsou ve všech směrech
vycházej́ıćıch z jakéhokoli mı́sta v oblasti stejné.
Pro většinu úloh jsou tato omezeńı bez problému splnitelná. V některých
úlohách budeme ale uvažovat složeńı oblasti z několika materiál̊u. V tom
př́ıpadě budeme vyžadovat přesně definované materiálové rozhrańı a podmı́n-
ka homogenity přejde v podmı́nku homogenńıho složeńı dané podoblasti.
Posunut́ı
Bude-li na těleso p̊usobit śıla nebo bude-li tepelně namáhané, bude docházet














Obrázek 1.1: Vektor posunut́ı.
Tyto posuny jsou obecně malé v porovnáńı s rozměrem tělesa a práce se
tedy bude zabývat pouze teoríı malých deformaćı. Vektor posunut́ı můžeme
zapsat po složkách
~u = [ u, v, w ]T . (1.1)
Deformace a napět́ı
Daľśımi veličinami, jejichž velikost je potřeba znát pro náš model, jsou de-
formace ε a z teorie pevnosti vycháźı napět́ı σ. Obě veličiny jsou při ekvi-
valentńım vyjádřeńı v rovnićıch zaspány jako tenzor druhého řádu. V našem
př́ıpadě je budeme zapisovat jako vektorovou veličinu, jelikož z izotropńıho
chováńı materiálu lze usuzovat na rovnost mimodiagonálńıch hodnot
ε = [ ǫx, ǫy, ǫz, γxy, γyz, γxz ]
T , (1.2)
σ = [ σx, σy, σz, τxy, τyz, τxz ]
T . (1.3)
Vektor deformace (1.2) je složen z deformaćı v hlavńıch směrech, tzv.
poměrných prodloužeńı ǫx, ǫy, ǫz a ze zkos̊u γxy, γyz, γzx. Mimodiagonálńı prv-
ky jsou v tomto př́ıpadě zkosy a rovnost je vždy u prvk̊u ze stejné roviny
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tedy γij = γji.
Stejným zp̊usobem je definován vektor napět́ı (1.3), kde mluv́ıme o normá-
lovém napět́ı σx, σy, σz a o tečném nebo také smykovém napět́ı τxy, τyz, τzx,
u kterých plat́ı stejná rovnost jako u zkos̊u v př́ıpadě vektoru deformace.
1.2 Rovnice deformačńı metody
Jelikož uvažujeme trojrozměrný prostor, ve kterém řeš́ıme naši úlohu, je
potřeba sestavit 15 rovnic. Z nich budeme schopni vyjádřit vektor posunut́ı
závislý na všech prostorových souřadnićıch. Následně budeme moci dopoč́ıtat
i deformaci a napět́ı. Jednotlivé rovnice jsou bez odvozeńı zapsány v následu-
j́ıćım textu. Jejich podrobný rozpis je uveden např. v [13] nebo [17].
Geometrické rovnice
Tyto rovnice popisuj́ı závislost mezi vektorem posunut́ı (1.1) a vektorem
deformace (1.2).











Po správném odvozeńı bychom došli i ke vzorc̊um popisuj́ıćım závislost




















Zde tedy dostáváme 6 rovnic závislosti deformace na posunut́ı.
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Statické rovnice
Pokud si těleso resp. oblast, pro kterou se chystáme vytvořit model rozděĺıme
na dostatečně malé podoblasti, můžeme ř́ıct, že na každou takovou podob-
last p̊usob́ı okoĺı určitou silou. Daľśı složkou p̊usob́ıćı na danou podoblast
může být objemová śıla p̊usob́ıćı v těžǐsti dané podoblasti. Takto dostáváme









+ X = 0 . (1.6)
Rovnice (1.6) je vyjádřeńım závislosti napět́ı na p̊usob́ıćıch silách ve směru



















+ Z = 0 . (1.8)
Hodnoty X, Y a Z jsou velikosti p̊usob́ıćıch objemových sil. Pro daľśı
použit́ı převedeme hodnoty do vektoru objemových sil
q = [X,Y, Z]T . (1.9)
Fyzikálńı rovnice
Nakonec muśıme dát do souvislosti vektor napět́ı a deformace. K tomu je
zapotřeb́ı sestavit soustavu fyzikálńıch rovnic. Existuj́ı dva př́ıstupy. Bud’
vyjádřeńı vektoru deformace závislého na vektoru napět́ı a nebo obrácený
postup. Zde budeme uvažovat vyjádřeńı vektoru napět́ı pomoćı vektoru de-
formaćı.
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Nejprve ale muśıme zavést ještě jednu fyzikálńı konstantu a to modul
pružnosti ve smyku, který je možno odvodit z modulu pružnosti v tahu
(někdy také nazývaný Young̊uv modul) a Poissonova č́ısla takto
G =
E
2 · (1 + µ)
.









τyz = Gγyz . (1.11)


















τxy = Gγxy . (1.15)
Ještě muśıme zadefinovat poměrnou změnu objemu označenou ve výrazech
jako ǫxyz = ǫx + ǫy + ǫz.
Jelikož ale chceme ještě uvažovat vliv tepelné roztažnosti, je nutné do
rovnic pro napět́ı σ přidat člen, který ji zahrnuje. Pro náš př́ıpad budeme
uvažovat koeficient tepelné roztažnosti α do všech směr̊u stejný. Do rovnice
tedy přibude člen zahrnuj́ıćı počátečńı deformaci
ε0 = αθ , (1.16)
kde θ označuje vzr̊ust teploty v daném bodě.
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Posledńı část́ı je zaneseńı okrajových podmı́nek. Je tedy potřeba nějakým
zp̊usobem těleso uložit. K tomu slouž́ı okrajové podmı́nky, které dř́ıve defino-
vané rovnice muśı bezpodmı́nečně splnit. Rozlǐsujeme dvě základńı okrajové
podmı́nky:
• Statické - udávaj́ı napět́ı tělesa při povrchu. Je to tedy silové p̊usobeńı
na povrch tělesa nebo na jeho část.
• Geometrické - jejich nastaveńım můžeme doćılit známého posunu
určitého mı́sta v oblasti. Nejčastěji se zadává nulová hodnota posunu,
což znamená, že těleso je v tomto mı́stě chyceno k nějakému rámu nebo
jinému nehybnému tělesu (vetknutý nośık a pod.).
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2 Matematická formulace
Tato formulace vycháźı ze vztah̊u, které byly popsány v předešlé kapitole.
Některé rovnice muśıme nejprve převést do maticového zápisu, abychom ne-
museli zdlouhavě zapisovat všechny členy.
Veškeré vztahy uvedené v této kapitole popisuj́ı primárńı formulaci mo-
delu. Řešeńım je tedy vektor posun̊u jednotlivých bod̊u v oblasti Ω ⊆ R3.
Touto oblast́ı je myšlen např́ıklad nosńık určitého objemu. Dále budeme mlu-
vit o hranici oblasti Ω. Tu budeme označovat Γ (viz obr. 2.1).
V některých př́ıpadech bude potřeba rozdělit hranici na několik disjunkt-
ńıch podmnožin z hlediska zadáváńı okrajových podmı́nek. Tyto podmnožiny









Obrázek 2.1: Oblast řešeńı a jej́ı hranice.
Okrajové podmı́nky budeme v našem př́ıpadě uvažovat pouze dvoj́ıho
typu. Jestliže budeme uvažovat Dirichletovu podmı́nku, budeme zadávat
známý posun určitého bodu na hranici Γ0 oblasti Ω v patřičné souřadnici
2
ui = uiD i = x, y, z na Γ0 . (2.1)
2Nejčasněǰśı př́ıpad je tzv. homogenńı Dirichletova podmı́nka, která zadává nulové po-
suny na hranici - těleso je v daném směru pevně upnuto.
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Druhým typem je Neumannova okrajová podmı́nka, která udává zat́ıžeńı
vněǰśımi silami na určité části hranice označené jako Γ1
σi · nj = σiN i = 1, . . . , 6 na Γ1 , (2.2)
kde nj je vektor vněǰśı normály hranice.
2.1 Základńı rovnice elasticity
Statické rovnice (1.6, 1.7, 1.8) převedeme do maticového zápisu. K tomu






























Maticový zápis statických rovnic vypadá s použit́ım diferenciálńıho operá-
toru a vektoru objemových sil (1.9)
∂σ + q = 0 . (2.3)
Jelikož objemové śıly jsou pro naše výpočty bud’ nepodstatné nebo známe
jejich velikost, rovnou převedeme vektor hodnot na pravou stranu
∂σ = −q . (2.4)
Dále převedeme do maticového zápisu Geometrické rovnice (1.4, 1.5)
ε = ∂Tu . (2.5)
Fyzikálńı rovnice (1.11, 1.13, 1.15, 1.17) zaṕı̌seme v maticovém zápisu
pomoćı matice tuhosti materiálu D a patřičných deformaćı. Matice vycháźı
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ze známých materiálových konstant
D =
E















1 − µ µ µ 0 0 0
µ 1 − µ µ 0 0 0
µ µ 1 − µ 0 0 0
0 0 0 1−2µ
2
0 0
0 0 0 0 1−2µ
2
0
















Pro ekvivalentńı zápis muśıme ještě nadefinovat vektor počátečńı defor-
mace zp̊usobené změnou teploty
ε0 = [αθ, αθ, αθ, 0, 0, 0]
T . (2.6)
Fyzikálńı rovnice můžeme nyńı vyjádřit pomoćı maticového zápisu
σ = D(ε − ε0) . (2.7)
Dosazeńım rovnic (2.5, 2.7) do rovnice (2.4) dostaneme základńı rovnici





= −q . (2.8)
2.2 Klasické řešeńı primárńı úlohy
Úloha je definována soustavou rovnic (2.8) a okrajovými podmı́nkami (2.1,
2.2). Jej́ım řešeńım je funkce u





která splňuje rovnici (2.8) na Ω a okrajové podmı́nky (2.1, 2.2) na Γ.
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Jelikož jsou všechny požadavky na funkci u pro praxi zbytečně silné,
budeme se nadále zabývat tzv. slabým řešeńım dané úlohy. To vycháźı z va-
riačńıho popisu naš́ı úlohy a řešeńı rovnice budeme hledat ve funkcionálńım
smyslu.
2.3 Slabé řešeńı primárńı úlohy
Pro správnou interpretaci slabého řešeńı je potřeba nejprve zavést prostory
funkćı, pro které budeme řešeńı hledat. Podrobné odvozeńı a pojednáńı o da-
ných prostorech je např. v [15].
2.3.1 Prostory funkćı
Funkce z prostoru C
(∞)
0 (Ω̄) jsou nekonečněkrát spojitě diferencovatelné v Ω̄.
Dále budeme uvažovat funkce, které jsou integrovatelné v oblasti Ω a to





















• Vzdálenost dvou funkćı




[u(x) − v(x)]2 dx (2.11)
Tento vztah udává normu rozd́ılu obou funkćı.
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Prostor integrovatelných funkćı s druhou mocninou v oblasti Ω s metrikou
definovanou předpisem (2.11) tvoř́ı metrický prostor L2(Ω).
Doplněńım metrického prostoru o limity všech cauchyovských posloup-
nost́ı z (C
(∞)
0 , ̺), dostaneme Hillbert̊uv prostor L
2(Ω). Kompletńı odvozeńı
např. v [15].
Pro naši úlohu je stěžejńı Sobolev̊uv prostor W
(1)
2 , což je úplný obal me-
trického prostoru (C
(∞)





[u(x) − v(x)]2 + [∇u −∇v]2 dx . (2.12)
Jelikož se pohybujeme v trojrozměrném prostoru, oblast Ω je podmnoži-
nou R3 a Sobolev̊uv prostor je tedy definován jako
W
(1)
2 (Ω) = {ϕ ∈ C
(∞)
0 (Ω̄) | ϕ ∈ L2(Ω),∇ϕ ∈ [L2(Ω)]
3} .
Při korektńı definici úlohy je potřeba zajistit splněńı okrajových podmı́-
nek. K tomu je potřeba definovat tzv. stopu funkce. Kompletńı problematika
je popsána např. v [15]. Zde uvedeme pouze definici prostoru, v němž funkce
z W
(1)
2 (Ω) splňuj́ı na části hranice Γ0 homogenńı okrajovou podmı́nku
V (Ω) = {v|v ∈ W
(1)
2 (Ω), v|Γ0 = 0 ve smyslu stop} .
2.3.2 Slabá formulace
Před samotným zápisem rovnic nejprve zavedeme jednotlivé integrály resp.
jejich značeńı. Prvńı rovnost uvád́ı integrál přes celou oblast - objemový








u v dΓ .
23
Nyńı máme všechny předpoklady, abychom mohli definovat naši úlohu.
MKP vycháźı z tzv. slabé formulace. Po řešeńı u nepožadujeme úplné splněńı
diferenciálńı rovnice (2.8), nýbrž splněńı v tzv. slabém (integrálńım) smyslu.
MKP se zabývá např. [10]. Podklady pro tento článek vycházej́ı z [3].
















Rovnice (2.13) vyžaduje v tomto zápise funkce u dvakrát spojitě diferen-
























Prvńı člen rovnice je nulový (protože ϕ ∈ V (Ω)). Druhý člen lze rozdělit
na dva samostatné integrály a zároveň můžeme část definuj́ıćı počátečńı de-





















Uvažujme funkci u∗ ∈ [W
(1)
2 (Ω)]
3, jej́ıž stopy budou zajǐst’ovat na hranici
oblasti Ω splněńı Dirichletových okrajových podmı́nek
u∗ = uD na Γ0
a funkci u0 = (u1, u2, u3) ∈ [V (Ω)]
3, která splňuje rovnici (2.15) pro všechny
testovaćı funkce ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ [V (Ω)]
3. Slabým řešeńım úlohy (2.8)
s okrajovými podmı́nkami (2.1, 2.2) potom nazveme funkci




V předchoźı kapitole jsme provedli slabou formulaci našeho modelu. Nyńı
muśıme tuto formulaci převést do numerického vyjádřeńı, které bude výcho-
źım modelem pro programovou část. K tomu použijeme MKP, která hledá
aproximaci slabého řešeńı úlohy pomoćı bazických funkćı, které jsou defi-
novány na množině konečných prvk̊u. Tato kapitola vycháźı z poznatk̊u uve-
dených v knihách [10] a [18].
3.1 Diskretizace oblasti
Pro všechny úlohy modelu budeme použ́ıvat rozděleńı oblasti Ω na jed-
notlivé elementy (konečné prvky) typu čtyřstěn (obr. 3.1). Tento prvek je
nejjednodušš́ım prostorovým elementem. Neńı ovšem nejlepš́ı volbou co se
týče přesnosti výpočtu. Na druhou stranu můžeme t́ımto prvkem jednoduše
zdiskretizovat takřka jakoukoli oblast. Vyplněńı oblasti Ω čtyřstěny je dobře
zautomatizovatelné a daj́ı se tedy použ́ıt exterńı nástroje. V našem př́ıpadě








Obrázek 3.1: Prostorový prvek - čtyřstěn.
Nutná podmı́nka pro správnou funkci následného programu je ohodnoceńı
čtyřstěnu v levotočivém smyslu. To znamená, že při pohledu od prvńıho
25
bodu čtyřstěnu muśı následuj́ıćı bod přecházet postupně do ostatńıch bod̊u
levotočivě.
Śıt’ vytvořená př́ımo programem GMSH podléhá standard̊um, které je
potřeba dodržovat pro správnou funkci algoritmu MKP. Uvedeme si zde ale-
spoň dvě základńı omezeńı při tvorbě śıtě
• Každý prvek v śıti může mı́t v př́ıpadě čtyřstěn̊u maximálně tři stěny
na hranici oblasti Ω. Pokud by tomu tak nebylo, znamenalo by to,
že oblast, ve které hledáme řešeńı, je aproximována pouze jedńım ele-
mentem.
• Libovolné dva sousedńı prvky muśı mı́t společný bud’ jeden vrchol,
jednu hranu a nebo celou jednu stěnu. Neńı tedy možné, aby sousedńı
prvky měly společnou pouze část výše zmiňovaných konstrukčńıch sou-
část́ı.
3.2 Aproximace slabého řešeńı
Prvńım krokem při sestavováńı modelu je definice soustavy bazických (tes-
tovaćıch) funkćı pro každý element. Lineárńı kombinaćı těchto funkćı dosta-
neme hledanou aproximaci slabého řešeńı.
MKP si vyb́ırá tyto funkce mezi funkcemi s malým supportem. To zna-
mená, že funkce je definována pouze na jednom elementu. Pro všechny ostatńı
elementy nabývá hodnoty 0. Pro každý element budeme definovat čtyři funkce.
Pro náš př́ıpad se spokoj́ıme s lineárńımi funkcemi (3.1). Každá bude defi-
nována pro jeden vrchol, v němž bude mı́t hodnotu 1 a v ostatńıch vrcholech
bude nabývat hodnoty 0 (viz obr. 3.2)3
ϕi = α0i + α1ix + α2iy + α3iz . (3.1)
3Ukázka testovaćı funkce je pouze pro trojúhelńıkový prvek. Pro čtyřstěn by byl tento








Obrázek 3.2: Testovaćı funkce na trojúhelńıkovém prvku.
Koeficienty ve (3.1) dostaneme inverźı matice, jej́ımiž prvky jsou souřad-








1 x1 y1 z1
1 x2 y2 z2
1 x3 y3 z3
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α21 α22 α23 α24



















j i = 1, 2, 3 , (3.2)




















kde E je množina všech element̊u z oblasti Ω.






















ũ = (ũ1, ũ2, ũ3)
4 (3.5)
je vektor aproximovaných posunut́ı a
ϕ = (ϕ1, ϕ3, ϕ2) (3.6)
je vektor testovaćıch funkćı.
Jelikož v našem modelu nebudeme uvažovat vliv objemového zat́ıžeńı,
můžeme posledńı člen z rovnice (3.4) vynechat. Rovnice tedy bude zahrnovat
















3.3 Numerický výpočet soustavy
Rovnice (3.7) vede na soustavu lineárńıch rovnic, které se daj́ı zapsat
Kx = f , (3.8)
což je základńı rovnice MKP.
Vektor x neznámých hodnot posunut́ı v uzlech diskretizace dostaneme
4Složky koresponduj́ı s posuny v hlavńıch směrech u1 ≈ u, u2 ≈ v, u3 ≈ w uvedenými
v (1.1)
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po vyřešeńı soustavy rovnic. Matici tuhosti K i vektor pravých stran f bu-
deme definovat v následuj́ıćım textu. Pro řešeńı soustavy lze v nejjednodušš́ım
př́ıpadě použ́ıt třeba Gaussovu eliminaci. Tato oblast neńı předmětem této
práce, a proto se o možnostech řešeńı dané soustavy nebudeme dále zmiňovat.
3.4 Matice tuhosti soustavy
3.4.1 Lokálńı matice tuhosti
Lokálńı matice tuhosti5 soustavy vycháźı z členu na levé straně rovnice (3.7).




















kde každý prvek je samostatnou matićı hodnot daných předpisem, který




BTi DBjde, i, j = 1, 2, 3, 4 . (3.9)
Ještě je nutné zavést matici diferenciál̊u bazických funkćı pro daný vrchol



































5Pro každý element e ∈ E je definována samostatná matice tuhosti - lokálńı matice
tuhosti.
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a pro připomenut́ı uved’me, že D je matice tuhosti materiálu, ze kterého se
skládá př́ıslušný element.
Lokálńı matice tuhosti má pro náš př́ıpad dimenzi Ke ∈ R12,12. Každý
blok je tedy velikosti Keij ∈ R
3,3. Matice Ke je symetrická.
3.4.2 Globálńı matice tuhosti
Sestaveńım globálńı matice tuhosti se zabývá např. [10] pomoćı tzv. kódových
č́ısel. Pro naši potřebu bude stačit, když zde uvedeme závislost globálńı





kde daný i-tý resp. j-tý uzel odpov́ıdá uzl̊um r resp. s v globálńım č́ıslováńı.

























kde n je počet uzl̊u.
3.5 Počátečńı deformace - vliv tepelné roztažnosti
Dále muśıme definovat počátečńı deformaci, která je zp̊usobena vlivem změny
vněǰśı teploty a tedy tepelnou roztažnost́ı materiálu. Budeme opět vycházet





BTi Dε0de . (3.12)
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Rovnice (3.12) udává počátečńı deformaci opět pouze na jednom ele-
mentu. Stejně jako u matice tuhosti je potřeba hodnoty převést do vektoru




f ei , (3.13)
kde, analogicky k sestaveńı globálńı matice tuhosti, odpov́ıdá globálńı č́ıslo
uzlu r hodnotě lokálńıho č́ısla uzlu i.
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4 Implementace modelu
Převedeńı numerického modelu do programovaćıho jazyka lze r̊uznými zp̊u-
soby. Je možné vytvořit monolitickou aplikaci, která bude řešit jednu kon-
krétńı úlohu spolehlivě a hlavně rychle. Kdybychom šli touto cestou, dostali
bychom se mimo oblast použitelnosti fragment̊u tohoto modelu i v jiných
úlohách. Jelikož jedńım z ćıl̊u této diplomové práce je následné začleněńı
modelu do větš́ıho celku, muśıme j́ıt druhou cestou - objektově orientovaného
př́ıstupu (dále jen OOP).
OOP dává programátor̊um předevš́ım možnost znovupoužitelnosti část́ı
kódu. Těmto částem se obecně ř́ıká objekty, které přenášej́ı entity ze světa,
jak jej známe, do programovaćıho jazyka.
Implementace modelu elasticity, popsaného v této práci, vycháźı z me-
todiky [2]. Ta udává základńı strukturu souboru model̊u, k nimž přibude
i tento, a proto je nutné dodržovat jistá pravidla, aby bylo možné model
jednoduše zakomponovat k ostatńım.
Nebudeme zde uvádět popis již existuj́ıćıch část́ı modelu, které lze dle
pravidla znovupoužitelnosti bezproblému převźıt. Daľśı části budeme muset
mı́rně upravit, aby splňovali požadovanou funkcionalitu. Nakonec bude potře-
ba dodefinovat ty části - objekty, které zat́ım nejsou k dispozici.
Tato kapitola bude koṕırovat proces sestaveńı úlohy. Budeme tedy cha-
rakterizovat jednotlivé objekty6 ve chv́ıli, kdy je poprvé použijeme. Podrobné
popisy funkćı jednotlivých objekt̊u jsou k dispozici v komentovaných zdro-
jových kódech, které jsou na přiloženém CD-ROM.
6Budeme popisovat pouze objekty nezbytně nutné ke správnému výpočtu úlohy. Ne-
budeme se tedy zabývat objekty např. pro výpis pr̊uběhu sestavováńı úlohy na obrazovku
a podobnými.
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4.1 Sestaveńı modelu - popis objekt̊u
U každého objektu resp. souboru tř́ıd, ze kterých je vytvořena instance ob-
jektu, je nejprve uveden package7 a následuje stručný popis funkcionality
objektu v některých př́ıpadech doplněný o UML8 diagram viz [9]. Půjdeme
směrem odshora dol̊u - tedy od hlavńıho objektu, který ř́ıd́ı proces výpočtu,
k objekt̊um, které zabezpečuj́ı d́ılč́ı funkce modelu.
4.1.1 Task
Package: task; task.primal.elasticity
Obrázek 4.1: Definice základńı úlohy elasticity
Objekt vytvořený z potomk̊u tř́ıdy Task je základńım kamenem celého
modelu. Definuje jednotlivé kroky sestaveńı úlohy od načteńı śıtě, přes se-
staveńı matice tuhosti modelované úlohy až k výpočtu. Posledńım krokem
je reprezentace výsledk̊u modelu at’ už cestou textového výstupu nebo gra-
fická interpretace.
7Umı́stěńı souboru s diskutovanou tř́ıdou. Někdy bude uvedeno v́ıce mı́st. V tom
př́ıpadě jde o package, které obsahuj́ı tř́ıdy s podobnou funkcionalitou.
8Zkratka UML - Unified Modeling Language, Jednotný Modelovaćı Jazyk. Použ́ıvá se




Obrázek 4.2: UML diagram tř́ıd śıtě úlohy
Pro vytvořeńı śıtě budeme použ́ıvat tř́ıdy odvozené z ťŕıdy Mesh. V nej-
jednodušš́ıch př́ıpadech lze śıt’ vytvořit pomoćı dostupných metod na definici
element̊u a nod̊u śıtě. Jelikož potřebujeme u některých úloh jemnou dis-
kretizaci, budeme využ́ıvat při definováńı śıtě program GMSH [4]. Pomoćı
něj rychle vytvoř́ıme potřebnou śıt’ a tu pak načteme pomoćı objektu vy-
tvořeného z tř́ıdy GmshReader.
V našem modelu budeme konkrétně využ́ıvat tř́ıdu Mesh3D, která udržuje
informace o śıti definované v trojrozměrném prostoru. Pole element̊u, které




Sestaveńım topologie modelu se rozumı́ alokace paměti pro systém rovnic.
Objekt má př́ıstup k śıti, která je uložená v objektu Mesh. V programu je
možné vybrat si ze dvou druh̊u ukládáńı dat:
• Dense - plný zápis dat. Ukládá se celá matice i s nulovými prvky.
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Obrázek 4.3: UML diagram topologie modelu
• Sparse - zkrácený zápis dat. Ukládaj́ı se pouze data, která jsou nenu-
lová v rámci matice tuhosti. Šetř́ı se tak systémové zdroje.
Samotné tř́ıdy Dense DR a Sparse DR jsou postaveny tak, aby je bylo
možno použ́ıt i pro jiné úlohy. Stač́ı jim pouze předat informace o śıti a kolik
rovnic - délka vektoru řešeńı - je př́ıslušných k jednomu vrcholu śıtě.
Výstupem objektu topologie je objekt DFMatrix, ve kterém jsou uložena
veškerá data matice tuhosti soustavy.
4.1.4 DFMatrix
Package: sle
Zde jsou uložena hlavńı data celého modelu - tedy matice tuhosti sou-
stavy. Objekt obsahuje metody, pomoćı nichž docháźı k zápisu dat do globálńı
matice tuhosti. K tomu slouž́ı soubor tř́ıd, které udržuj́ı informace o kódových
č́ıslech (např. CodeNumber, CodeNumberElement atd.). Ta jsou použita
pro správné přǐrazeńı lokálńıch matic do globálńı matice.
4.1.5 LocalMatrix
Package: math; task.test.triangle
Nad každým elementem je potřeba spoč́ıtat lokálńı matici tuhosti. K tomu
slouž́ı objekty odvozené právě od tř́ıdy LocalMatrix.
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Obrázek 4.4: UML diagram tř́ıd na výpočet lokálńıch matic tuhosti
Jelikož může být śıt’ složena z v́ıce typ̊u prvk̊u, pro které se poč́ıtá lokálńı
matice odlǐsným zp̊usobem, máme pro každý prvek samostatnou tř́ıdu. Neńı
problém nadefinovat množstv́ı daľśıch tř́ıd, které budou poč́ıtat lokálńı struk-
tury např. pomoćı lepš́ıch aproximačńıch funkćı.
4.1.6 Solution
Package: solution
Výsledné hodnoty modelu je potřeba zobrazit. Nejjednodušš́ım zp̊usobem
je hodnoty posun̊u vypsat na obrazovku. Tento zp̊usob je do jisté mı́ry
nepřehledný. Proto vznikl soubor tř́ıd (viz obr. 4.5), které se staraj́ı o zobra-
zeńı výsledných hodnot grafickým zp̊usobem. K tomu je použ́ıván program
GMSH [4] a jeho postprocessingové rozhrańı.
Základńı tř́ıdou určenou pro zobrazováńı výsledk̊u je Solution. Do ńı
se vkládaj́ı jednotlivá řešeńı modelu. Daným řešeńım může být např́ıklad
posun bod̊u oblasti v ose x. Pro každé řešeńı je vytvořen objekt tř́ıdy Task-
Solution. Ten uchovává informace o daném řešeńı, jeho identifikačńı údaje
a typ řešeńı. Typem řešeńı může být bud’ skalárńı, vektorová nebo tenzorová
veličina.
Hodnoty řešeńı jsou uloženy př́ımo v objektu ExtendedNode, což je objekt
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Obrázek 4.5: UML diagram tř́ıd zpracovávaj́ıćıch řešeńı modelu
vrcholu elementu definovaného v tř́ıdě Mesh. Data nese objekt, který imple-
mentuje rozhrańı ISolution Item. Použit́ı rozhrańı nám poskytuje možnost
polymorfizmu [1], [5].
Nakonec stač́ı ve tř́ıdě TaskSolutin zavolat metodu, která př́ımo vygene-
ruje soubor výsledných hodnot, který můžeme zobrazit v programu GMSH.
4.2 Výpočet modelu
Pro samotný výpočet soustavy rovnic lze použ́ıt dvě již implementované
výpočetńı tř́ıdy:
• Gaussova eliminace s částečnou pivotaćı
• Choleského rozklad
Za vstupńı data si obě tř́ıdy berou globálńı matici tuhosti a vektor pravé
strany. Po vypočteńı soustavy vracej́ı výsledek jako pole č́ısel typu double.
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Objekt výpočtu metodou Choleského rozkladu má jedno omezeńı. Ma-
tice tuhosti soustavy muśı být ve zkráceném zápise. Objekt tedy muśı být
potomkem tř́ıdy TopologySparse (viz obr. 4.3).
4.3 Postprocessing
Pro zobrazeńı výsledných hodnot byl zvolen postprocessingový modul pro-
gramu GMSH. Zvolen byl zejména z d̊uvodu jednoduchého předáváńı výsled-
ných hodnot zobrazovači. Program GMSH umı́ zobrazit data, která jsou
předána ve speciálńım formátu textového souboru, který je popsán v [4].
Tento formát je generován již dř́ıve popsanou tř́ıdou TaskSolutin.
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5 Testovaćı úlohy
Tato kapitola se zabývá verifikaćı9 vytvořeného modelu. Tento proces je po-
staven na porovnáńı vypočtených výsledk̊u vytvořeným modelem s výsledky
známými. Tedy vypočtenými analytickým řešeńım. Toho lze dosáhnout pouze
v určitých speciálńıch př́ıpadech. Jednotlivými modelovými úlohami se zabý-
vaj́ı samostatné podkapitoly, kde je nejprve kompletně popsána modelová
úloha a následuje krátký popis analytického řešeńı s výsledky. Nakonec jsou
výsledná data porovnána s výstupem z naprogramovaného modelu a prove-
dena diskuse.
Úlohy jsou postaveny tak, aby se nejprve ověřila správnost řešeńı závisej́ı-
ćıho pouze na jednoduchých okrajových podmı́nkách. To znamená, že nejprve
bude model poč́ıtán bez vlivu změny okolńı teploty a jeho přetvořeńı bude
závislé pouze na p̊usobeńı vněǰśıch silových účink̊u. Daľśı úloha bude naopak
předpokládat pouze změnu vněǰśıho teplotńıho pole.
V posledńı úloze budeme uvažovat dvě okrajové podmı́nky. Na nosńık
bude p̊usobit jak počátečńı deformace z vlivu tepelné roztažnosti, tak homo-
genńı Dirichletova okrajová podmı́nka.
5.1 Úloha prostého tahu
Prvńı testovaćı úloha se zabývá prostým tahem. Jde o kontrolu správného
výpočtu v závislosti na p̊usobeńı určité śıly (viz obr. 5.1). Úloha je poč́ıtána
s parametry dle zadáńı ( viz. tab. 5.1).
5.1.1 Analytické řešeńı
V této úloze se nám jedná o zjǐstěńı prodloužeńı nosńıku v závislosti na namá-
háńı silou F. Ta zp̊usob́ı poměrné prodloužeńı pouze v ose x. Pro dané pro-
dloužeńı na našem nosńıku existuje analytické řešeńı ve tvaru






Obrázek 5.1: Prostorové uložeńı úlohy poč́ıtaj́ıćı prostý tah.
Koeficient Hodnota Popis koeficientu
l [m] 1 Délka nosńıku
a [m], b [m] 0,1 Rozměrové délky podle zadáńı v obrázku
E [MPa] 2, 1 · 105 Young̊uv modul pružnosti
µ [-] 0,3 Poissonovo č́ıslo
F [kN] 100 Tahová śıla








Dosad́ıme-li do vzorce (5.1) parametry úlohy z (tab. 5.1), zjist́ıme posu-
nut́ı na volném konci tyče
∆l =
100 · 103 · 1
2, 1 · 1011 · 0, 1 · 0, 1
= 4, 8 · 10−5 m .
Tyč se tedy v našem př́ıpadě prodloužila o 4, 8 · 10−2 mm.
5.1.2 Řešeńı MKP
Oblast pro diskretizováńı pomoćı konečných prvk̊u je dosti jednoduchá. Daný
nosńık by se dal aproximovat jednoduše pomoćı 5 čtyřstěn̊u. Abychom nemu-
seli složitě zadávat okrajové podmı́nky, využijeme jednoduchosti této úlohy
a body, ve kterých budeme nosńık uṕınat a ve kterých budeme zadávat












Obrázek 5.2: Ohodnoceńı vrchol̊u nosńıku
• Vetknut́ı - body 1, 2, 3 a 4 - nulový posun ve všech směrech.
• Působ́ıćı śıla - body 5, 6, 7 a 8 - muśıme zabezpečit, aby se na této
podstavě nevyskytovaly žádné daľśı body.
Velikost śıly p̊usob́ıćı na nosńık rovnoměrně rozlož́ıme do všech bod̊u
na podstavě, kde daná śıla p̊usob́ı. Podmı́nka tedy bude zadána na každý
z bod̊u 5, 6, 7 a 8 a to hodnotou F
4
. V př́ıpadě větš́ıho počtu bod̊u na této
podstavě je nutno śılu rozdělit rovnoměrně do všech bod̊u.
Po výpočtu modelu MKP dostaneme hodnoty posunut́ı na celém nosńıku.
Nás však zaj́ımaj́ı hodnoty zejména na bodech 5 - 8
u5 = 4, 74 · 10
−5 m , u6 = 4, 66 · 10
−5 m ,
u7 = 4, 87 · 10
−5 m , u8 = 4, 66 · 10
−5 m .
5.1.3 Diskuse výsledk̊u
Mı́rné odchylky od analytického řešeńı jsou zp̊usobeny zejména hrubou dis-
kretizaćı nosńıku na konečné prvky. Pokud bychom provedli jemnou diskreti-
zaci, dostali bychom na podstavě mnohem v́ıce bod̊u a silové p̊usobeńı by bylo
možné rozložit lepš́ım zp̊usobem na celou podstavu nosńıku.
I tak je ale výpočet dosti přesný. Pokud bychom zpr̊uměrovali hodnoty
posun̊u v jednotlivých bodech podstavy, dostaneme hodnotu
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Obrázek 5.3: Řešeńı úlohy prostého tahu - posunut́ı v ose x
ū = 4, 73 · 10−5 m .
Rozd́ıl hodnoty vypočtené analyticky a vytvořeným modelem je velmi
malý a vzhledem k rozměru úlohy téměř zanedbatelný, proto lze prohlásit,
že tento model dobře aproximuje analytické řešeńı.
5.2 Úloha tepelného namáháńı
Pro zadáńı úlohy tepelného namáháńı použijeme opět stejný nosńık jako
v předchoźım př́ıpadě. Tentokrát na něj nebudeme p̊usobit silou, ale změńıme
okolńı teplotu. T́ım dojde k deformaci vlivem tepelné roztažnosti. Schéma
úlohy (viz obr. 5.4). Parametry zadáńı jsou totožné s předchoźı úlohou (viz
tab. 5.1), změnu teploty budeme uvažovat θ = 100 K a koeficient tepelné
roztažnosti materiálu α = 1, 05 · 10−5 K−1.
5.2.1 Analytické řešeńı
Budeme tedy sledovat prodloužeńı nosńıku v závislosti na změně okolńı tep-







Obrázek 5.4: Prostorové uložeńı úlohy tepelného namáháńı.
l = l0 + l0 · αθ , (5.2)
z něhož lehce dostaneme hodnotu poměrného prodloužeńı jako
∆l = l0 · αθ . (5.3)
Pro námi definované parametry úlohy dostaneme posunut́ı volného konce
nosńıku, což je hodnota poměrného prodloužeńı
∆l = 1 · 1, 05 · 10−5 · 100 = 1, 05 · 10−3 m .
Volný konec nosńıku se tedy posune přibližně o 1 mm při vzr̊ustu okolńı
teploty o 100 K.
5.2.2 Řešeńım MKP
Śıt’ konečných prvk̊u lze v této úloze použ́ıt totožnou s úlohou definovanou
v předchoźım článku. Opět provedeme upnut́ı nosńıku v bodech 1, 2, 3 a 4.
Tentokrát ale nebudeme p̊usobit žádnou silou. Do modelu zadáme zvýšeńı
okolńı teploty a vypočteme posuny bod̊u 5, 6, 7 a 8:
u5 = 1, 05 · 10
−3 m , u6 = 1, 05 · 10
−3 m ,
u7 = 1, 05 · 10
−3 m , u8 = 1, 05 · 10
−3 m .
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Obrázek 5.5: Řešeńı úlohy tepelného namáháńı - posunut́ı v ose x
5.2.3 Diskuse výsledk̊u
V tomto př́ıpadě je shoda vypočtené hodnoty MKP a analytického řešeńı
vzácně dokonalá. A to i za předpokladu výpočtu na dosti hrubé śıti10. Výsled-
né hodnoty posun̊u v modelu, jak je vypoč́ıtá MKP, jsou na (obr. 5.5).
5.3 Kombinovaná úloha - bimetalový nosńık
Posledńı modelová úloha poč́ıtá opět posuny bod̊u v nosńıku. Ten je tentokrát
složen ze dvou materiál̊u. Označeńı bimetal je zde pouze informativńı. Nemá
nic společného s bimetalem tak, jak ho známe.
Schéma uložeńı nosńıku je zachyceno na (obr. 5.6). Všechny parametry
úlohy jsou zadány v (tab. 5.2).
5.3.1 Analytické řešeńı
V této úloze budeme poč́ıtat posun středové roviny (rovina styku oblast́ı
z r̊uzného materiálu) nosńıku a také zjist́ıme jeho napjatost. Nosńık vetkneme
na obou konćıch. Okolńı teplota se zvedne a dojde tedy k dilataci nosńıku
10Śıt’ byla použita nejhrubš́ı možná. Tedy hrana např. mezi body 5 a 6 je obsazena









Obrázek 5.6: Prostorové uložeńı kombinované úlohy.
Koeficient Hodnota Popis koeficientu
l [m] 2 Délka nosńıku
a [m], b [m] 0,1 Rozměrové délky podle zadáńı v obrázku
EΩFe [MPa] 2, 0 · 10
5 Young̊uv modul pružnosti
EΩCu [MPa] 1, 0 · 10
5
µΩFe [-] 0,3 Poissonovo č́ıslo
µΩCu [-] 0,34
αΩFe [K
−1] 1, 05 · 10−5 Koeficient tepelné roztažnosti
αΩCu [K
−1] 1, 65 · 10−5
θ [K] 100 Vzr̊ust okolńı teploty
Tabulka 5.2: Parametry zadáńı kombinované úlohy.
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a tedy k vzniku vnitřńıho pnut́ı.
Abychom odvodili analytické řešeńı, je potřeba zavést rovnice rovnováhy
RFe = RCu , (5.4)
které zaváděj́ı rovnost reakčńıch sil na obou vetknutých stranách.
Dále je potřeba zavést deformačńı podmı́nku. Jelikož je nosńık pevně
upnut mezi dvě nehybné plochy, nemůže tedy měnit svou délku. Je tedy
nutné, aby součet změn v jednotlivých materiálech byl nulový
∆lFe + ∆lCu = 0 , (5.5)
kde hodnotami lFe, lCu je rozuměna délka jednotlivých oblast́ı.
Z Hookova zákona vycházej́ı daľśı rovnice o poměrném prodloužeńı s vli-








+ αCuθlCu . (5.7)
Sečteme-li rovnice (5.6, 5.7), v nichž ještě uprav́ıme reakčńı śılu dle rov-
nosti (5.4), dostaneme rovnici reakčńıch sil
RFe = RCu = −







Vyjdeme-li z předpokladu, že lFe = lCu =
l
2
, můžeme rovnici (5.8) přepsat
do kompaktněǰśı podoby
RFe = RCu = −







Po dosazeńı vypočteme velikost reakčńı śıly a tu dosad́ıme do rovnic (5.6,
5.7) a vypočteme posunut́ı
RFe = RCu = −
(1, 05 · 10−5 + 1, 65 · 10−5) · 100 · 0.01
1
2, 0 · 1011
+
1
1, 0 · 1011
= −1, 8 · 106 N ,
∆lFe =
−1.8 · 106 · 1
2, 0 · 1011 · 0, 01
+ 1, 05 · 10−5 · 100 · 1 = 1, 5 · 10−4 m ,
∆lCu =
−1.8 · 106 · 1
1, 0 · 1011 · 0, 01
+ 1, 65 · 10−5 · 100 · 1 = −1, 5 · 10−4 m .
Z výsledk̊u je patrné, že deformačńı podmı́nka byla splněna. Nyńı zbývá











Po dosazeńı dostáváme hodnotu
σFe = σCu =
−1, 8 · 106
0, 01
= −1, 8 · 102 MPa .
5.3.2 Řešeńı MKP
Při vytvářeńı śıtě pro tuto úlohu, budeme definovat body jak pro zadáńı
homogenńı okrajové podmı́nky na podstavách nosńıku, tak si nadefinujeme
i body na rozhrańı obou materiál̊u. Tento postup se bude hodit následně
při porovnáváńı výsledk̊u. Základńı body oblasti tedy nadefinujeme podle
(obr. 5.7).
Body 1 - 4 a 9 - 12 zbav́ıme všech stupň̊u volnosti a okolńı teplotu zvýš́ıme
o danou hodnotu. Prvńı část́ı řešeńı bude hodnota posun̊u. Tu budeme hledat


















Obrázek 5.7: Ohodnoceńı vrchol̊u nosńıku - úloha dvou materiál̊u
Uzel Posun
u0 [mm] 1, 53 · 10
−1
u5 [mm] 1, 40 · 10
−1
u6 [mm] 1, 44 · 10
−1
u7 [mm] 1, 40 · 10
−1
u8 [mm] 1, 36 · 10
−1
Tabulka 5.3: Kombinovaná úloha - výsledné posuny sledovaných bod̊u.
Výstup modelu (posuny v ose x) je zachycen na (obr. 5.8) 11. Jelikož celou
dobu řeš́ıme primárńı úlohu, vyřešeńım rovnice (3.8) dostáváme pouze hod-
noty posun̊u jednotlivých bod̊u ve všech osách. Z těchto hodnot ale můžeme
spoč́ıtat i napět́ı (viz. obr. 5.9) na jednotlivých elementech.
Obrázek 5.8: Řešeńı úlohy nosńıku ze dvou materiál̊u - posunut́ı v ose x
11Výstup modelu je udělán formou řezu, aby bylo vidět, zda jsou posuny konzistentńı
v celém pr̊uřezu nosńıku, nebo zdali docháźı k r̊uzným posun̊um v r̊uzných vzdálenostech
od osy nosńıku. Zobrazeńı řezu nosńıku je použito také u vyhodnoceńı napět́ı v nosńıku.
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Obrázek 5.9: Řešeńı úlohy nosńıku ze dvou materiál̊u - napět́ı v ose x; Zelená
barva nosńıku udává pr̊uměrnou hodnotu napět́ı σ̄x = −1, 85 · 10
2 MPa
5.3.3 Diskuse výsledk̊u
Pokud bychom se pod́ıvali nejprve na řešeńı posunu středové roviny našeho
nosńıku, zjist́ıme, že se řešeńı naš́ım modelem dosti přibližuje analytickému
řešeńı. Zejména v bodě O lze ř́ıci, že hodnoty jsou takřka totožné. U ostatńıch
bod̊u již docháźı k malým odchylkám.
V př́ıpadě porovnáńı napjatosti nosńıku se dostáváme opět do stavu, kdy
model na poč́ıtači velice dobře vystihuje chováńı nosńıku vypočtené analy-
ticky. Zde se ovšem dostáváme k problému uložeńı nosńıku. Ten byl dokonale
vetknut na obou stranách. V tu chv́ıli zač́ıná na elementech bezprostředně
soused́ıćıch s body vetknut́ı vzr̊ustat napět́ı. Tento jev je zřejmý, jelikož ele-
ment nemůže sledovat tepelné namáháńı změnou polohy. Roste v něm tedy
napět́ı.




Diplomová práce se zabývala vytvořeńım modelu elastického chováńı ma-
teriálu ve 3D oblasti, který by zahrnoval vliv tepelné roztažnosti. Při jeho
stavbě bylo zapotřeb́ı realizovat několik krok̊u. Výsledkem stavby modelu je
program řeš́ıćı úlohu elasticity.
V prvńı kapitole byla vyložena základńı fakta z oblasti pružnosti a pev-
nosti se zahrnut́ım vlivu tepelné roztažnosti. Tyto vztahy byly následně
použity jako podklad pro vytvořeńı matematického modelu.
Matematická formulace, odvozeńı slabého řešeńı a aplikace metody ko-
nečných prvk̊u jsou popsány ve 2. a 3. kapitole.
Čtvrtá kapitola se zabývá implementaćı modelu. Zdrojové kódy jsou psány
v programovaćım jazyce Java a vycházej́ı z metodiky DF2EM [2]. Je zde také
uveden popis základńıch tř́ıd (programových součást́ı), které jsou nezbytné
k sestaveńı, výpočtu a následné interpretaci výsledk̊u. V pr̊uběhu implemen-
tace modelu bylo vytvořeno i množstv́ı doplňkových tř́ıd, které ověřovaly
úspěšnost implementace a testovaly zvolené matematické rovnice na úlohách
nižš́ı dimenze. Součást́ı implementace je tedy např. model elastického chováńı
materiálu ve 2D.
Posledńı část této práce se zabývá testováńım vytvořeného modelu. Byly
zvoleny tři odlǐsné testovaćı úlohy, jejichž analytické řešeńı je známé. Toto
řešeńı bylo následně porovnáno s výsledky výpočtu. Porovnáńı prokázalo,
že implementovaný model velmi dobře odpov́ıdá analytickým řešeńım, a tedy
že sestaveńı modelu a jeho implementace byla úspěšná. T́ım se podařilo splnit
ćıle diplomové práce na implementaci nového modelu.
Vznikl tak ucelený a dokumentovaný nástroj pro řešeńı úloh elasticity
s vlivem tepelné roztažnosti. Protože byl při stavbě modelu použit objektový
návrh a metodika DF2EM, je možné tento model snadno a efektivně znovu
využ́ıt při tvorbě složitěǰśıch model̊u.
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[12] Petruška, J., Poč́ıtačové metody v mechanice II, Brno. URL:
<http://www.umt.fme.vutbr.cz/SKRIPTA/petruska/PocitacovaMechanikaII.pdf>
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republika: ČVUT, 1991.
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Na přiloženém CD je program řeš́ıćı úlohu elasticity, modelové úlohy a text
diplomové práce ve formátu PDF. Nacháźı se zde také NetBeans IDE, v němž
byl model implementován. V následuj́ıćı tabulce jsou jména složek obsažených
v kořenovém adresáři přiloženého CD-ROM. Popiska k dané složce udává jej́ı
rámcový obsah.
Složka rámcový obsah složky
/doc Elektronická podoba diplomové práce.
/model Archiv s implementaćı modelu - projekt
pro NetBeans IDE.
/NetBeans NetBeans IDE; Je k dispozici pro platformy Li-
nux a Windows.
/task Modelové úlohy - geometrie, śıt’, výsledné hod-
noty. Soubory spustitelné v programu GMSH.
Prostřed́ı NetBeans IDE potřebuje pro svou instalaci a spuštěńı již předem
nainstalovaný Java SE Development Kit (JDK), který je možné stáhnout
z http://java.sun.com/.
53
